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Résumé. Nous présentons ici un modele permettant de calculer la réponse mécanique et ’équilibre élastique d’une
tige nouée dans le cas d’un neeud de tréfle ouvert. Dans la limite de faibles force de tension appliquées les équations
de Kirchhoff en présence de contact de la tige avec elle méme sont résolues par une méthode de développement
asymptotique. Les prédictions sur la géométrie du nceud sont confrontées & des mesures expérimentales.

Abstract. We study the mechanical response of elastic rods bent into open knots, with focusing on the case of
trefoil topology. The limit of a small applied tensile force is studied both analytically and experimentally : the
Kirchhoff equations with self-contact are solved by means of matched asymptotic expansions; predictions on the
geometrical properties are compared to experiments.

1 Introduction

Les nceuds tiennent une place importante dans le domaine de la navigation, et les marins connaissent
depuis longtemps un phénomene qui leur est associé : un noeud sur une corde diminue sa résistance a la
traction [1]. Ce probléeme de mécanique n’a pas encore regu a ce jour d’explication théorique compléte,
et plus généralement les propriétés mécaniques et élastiques des noeuds sont encore mal comprises. Long-
temps considéré comme un sujet mathématique, avec notamment le probleme des nceuds idéaux [2], les
neeuds sont aujourd’hui au coeur de plusieurs faits scientifiques, particulierement dans le domaine des fi-
laments biologiques et des polymeres. Il était ainsi connu qu’au-dela d’une certaine longueur un polymere
peut adopter une conformation nouée de maniére spontanée [3]. Plus récemment des expérimentateurs
ont réussi dans le cadre d’expérience & molécule unique & nouer une molécule d’ADN [4], tandis que
d’autres ont noué des filaments micrométriques de silice dans le but d’étudier la propagation d’un signal
lumineux [5]. En complément de ces succes expérimentaux une récente étude approfondie de la géométrie
des protéines a permis d’en recenser 273 ayant une configuration nouée, sans toutefois pouvoir clairement
préciser la fonction biologique des neeuds [6,7].

Bien que mal compris le processus de nouage d’un filament a été le sujet de nombreux travaux. Ainsi
le cas des polymeres a été étudiées au moyen d’approches basées sur des calculs de dynamique moléculaire
ou de type ab-initio [8]. Les outils de la physique statistique ont aussi été utilisés, principalement dans
le cadre de simulations de type Monte-Carlo pour expliquer la localisation d’un noeud sur un filament
soumis & 'agitation thermique [9]. Des modeles géométriques ont également été proposés pour expliquer
les propriétés des nceuds [10].

Nous présentons ici un modele permettant de calculer la configuration d’équilibre d’un nceud en
nous basant sur la théorie des tiges élastiques. Cette présentation sera illustrée a travers ’étude d’un
nceud simple (i.e. nceud de trefle), mais le modele peut s’appliquer de maniere générale & tout type
de nceud, et permet d’en calculer la réponse mécanique ainsi que la forme précise. Dans une premiere
partie nous introduirons les hypotheses et les équations du modele, pour ensuite dans une seconde partie
présenter un schéma de résolution. Enfin nous confronterons les prédictions de notre modele a des mesures
expérimentales afin de vérifier la validité de nos résultats.
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2 Modeéle

On considere une tige élastique isotrope de longueur infinie, de section circulaire de rayon h, nouée
en neeud de trefle ouvert comme sur la Fig.1. La rigidité de courbure de la tige est définie par EI, avec
E le coefficient de Poisson et I = 7 h*/4 le moment d’inertie. Les extrémités de la tige sont soumises &
des forces de tension de module T, celles-ci étant alignées selon 'axe z, qui est définie par la direction
des parties terminales de la tige a 'infini.

Fig.1. Géométrie du nceud de trefle ouvert sous tension

L’équilibre élastique de la tige, composée d’un matériau élastique supposé linéaire, est obtenu en
résolvant les équations de Kirchhoff, qui s’écrivent pour une tige & section circulaire [11] :
M
=t t =27 xt (1)
M =N xt N' =-p (2

~—

avec s l’abscisse curviligne le long de la tige, t(s) la tangente a la ligne centrale repérée par r(s), M(s)
le moment interne, N (s) la force interne, et p(s) la pression de contact (qui est une force par unité de
longueur), les dérivées étant prises par rapport a I’abscisse curviligne.

La principale difficulté du probleme réside dans la prise en compte de la contrainte d’impénétrabilité
qui s’écrit :

r(s1) —r(s2)| = 2h 3)

Cette contrainte est valable pour tout couple (s1,s2) tel que la quantité |s; — sa|/h soit suffisamment
grande pour exclure de la vérification les plus proches voisins, ou plus précisément pour ne pas prendre
en compte le caractere continu de la tige. Le contact de la tige sur elle méme reste localisé dans la
zone en tresse, schématisée sur la Fig. 1, si ’'on considére des valeurs de h suffisamment petites [13]. Nous
séparerons donc dans la suite de I'exposé le noeud en deux domaines : un domaine intérieur qui correspond
a la tresse, et un domaine extérieur qui regroupe la boucle et les parties terminales. L’intérét du probleme
est en grande partie dans la caractérisation du contact dans la tresse, qui requiert la connaissance de la
fonction p(s) d’une part, mais aussi de la topologie du contact d’autre part. Or ces deux données sont
dépendantes 1'une de lautre, et de plus la topologie du contact (étendu, ponctuel, d’un seul tenant ou
non) n’est pas connue a l’avance [12].

11 est utile de remarquer & ce stade qu’a partir des Eq. (1,2) on montre aisément que la quantité M - ¢,
qui correspond au moment de torsion, est constante le long de la tige. Les extrémités étant libres de toute
rotation selon l'axe z le moment de torsion est nul dans toute la tige, et cela implique que la torsion
matérielle est elle aussi nulle.

Ce modele s’applique bien entendu a des tiges fines, c’est a dire pour des valeurs de h petites, ce qui
permet de s’assurer que le contact reste localisé. De méme on considérera uniquement de faibles forces
de tension aux extrémités, ce qui revient a considérer des nceuds ldches, c’est-a-dire tels que la longueur
de tige dans la boucle soit grande devant h. Ces limitations se formulent plus aisément si I’on procede
a l'adimensionnement des équations en utilisant comme longueur caractéristique le rayon de la boucle
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(définie précisément comme la longueur prise dans la boucle divisée par 27) notée R. En utilisant alors
la relation (3) on obtient la condition h/R << 1, et on introduit donc comme quantité ¢ = (h/R)'/?
qui va jouer le role de petit parametre du probleme. Ainsi les limites de validité du modele conduisent
simplement a considérer des noeuds tels que € << 1.

3 Solution

La résolution du probleme va utiliser un raisonnement de couche limite, 1égitimé par le fait que le
domaine intérieur est d’ordre e (pour € = 0 la tresse se réduit & un point), tandis que le domaine extérieur
subsiste a ’ordre zéro en e. Nous allons donc calculer dans un premier temps les solutions du domaine
extérieur selon une méthode perturbative, et ensuite nous calculerons la solution du domaine intérieur. Il
faudra alors procéder au raccordement de ces différentes solutions pour obtenir la solution générale des
équations de Kirchhoff dans le cas du nceud de trefle.

3.1 Domaine extérieur

Dans un premier temps considérons le cas d’une tige d’épaisseur nulle, c’est a dire e = 0. Dans ce cas
la tresse se ramene a un point singulier, la boucle a un cercle et les parties terminales a des demi-droites.
On alors une solution de tige circulaire pour la boucle : ¢ = sin(s/R)ey — cos(s/R)e,, M = (EI/R)ex
et N = 0. Tandis que pour les parties terminales on a une solution de tige droite définie par : t = e,
M =0, et N =T. On notera que la solution de boucle pour € = 0 fait apparaA@tre la longueur R ce
qui montre donc que cette quantité est d’ordre zéro en e. De plus il est aisé de montrer qu’en minimisant
I’énergie totale, définie comme la somme de 1’énergie de déformation élastique et du travail des forces de

tension, on obtient comme relation[4] :
R=2 (4)

2T

On va maintenant perturber la solution obtenue pour e = 0 a ’ordre 1 en €. Pour les parties terminales
la linéarisation des Eq. (1,2) autour de la solution de tige droite amene & considérer des corrections pour
la ligne centrale de la forme exp(—|z|\/T/EI), comme illustrée sur la Fig. 2. Dans le cas de la boucle
nous ne détaillerons pas la forme des corrections obtenues. Toutefois il est intéressant de noter que celle-ci
reste contenue dans un plan, lequel s’obtient par une rotation d’ordre € du plan (z, z) autour de laxe y.
La solution ainsi obtenue présente une ouverture au sommet de la boucle afin de pouvoir se raccorder &
la solution du domaine intérieur (Fig. 2).

Fig.2. Géométrie simplifiée des parties terminales et de la boucle avec la perturbation d’ordre €. yo est la correction
selon 'axe y pour les parties terminales, lp est 'ouverture de la boucle qui permet de tenir compte de I’extension
de la tresse, et 6 est angle du plan contenant la boucle par rapport au plan (z, 2).

Les solutions du domaine extérieur sont donc exprimées en fonction de parametres d’ordre 1 en €, et
c’est lors du raccordement avec le domaine intérieur que nous pourrons déterminer ces parametres.
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3.2 Domaine intérieur

Il est facile de montrer que les solutions du domaine intérieur sont au minimum d’ordre 1 en €. En
effet le raccordement entre la boucle et la tresse implique la continuité de la pente de la ligne centrale
(par rapport & 'axe z), or dans la tresse la pente est proportionnelle & h/l, ot | est I'extension de la
tresse sur laxe z, tandis que en sortie de boucle elle est proportionnelle & [/R. On obtient donc comme
loi d’échelle I ~ VAR ou encore | ~ eR, ce qui montre que I'extension de la tresse est une quantité d’ordre
1. De plus les déplacements transverses dans la tresse seront proportionnels & h, c’est & dire & €2R, ce qui
montre donc que la solution du domaine intérieur est d’ordre 2 en e pour ses composantes x et y. Ainsi
pour des valeurs de h raisonnables on peut négliger les non-linéarités géométriques dans la tresse, et des

M S

lors les Eq. (1,2) s’écrivent pour le brin ”7a”, en notant 7, = (%4, Ya, 2a) :

EIIZN = piv E]yg" = pga Z; =1 (5)
o, en considérant le contact sans friction, p% = |p|(zp —x4)/(2h) et p¥ = |p|(yp — ya)/(2h). Les équations
pour le brin ”b” sont identiques avec : pf = —p? et pj = —p¥.

La linéarité des Eq. (5) permet de séparer le probléeme pour le domaine intérieur en un probléme
moyen et un probleme différence en introduisant les nouvelles variables : < 7(s) >= (ry(s) + 7(s))/2
pour la solution moyenne, et 7 = (r(s) — 74(s))/2 pour la solution différence.

Les équations du probléeme moyen s’écrivent simplement & partir des Eq. (5) en remarquant que les
forces de contact s’annulent entre elles, et il vient : EI < z >""=0et FI < y >""= 0. La condition
de raccord pour la solution moyenne est simplement exprimée par la continuité du moment qui impose
< x >"=1/(2R) du cbté de la boucle et du coté des parties terminales. La solution est alors triviale
puisqu’il s’agit d’un arc de cercle de rayon 2 R & un mouvement rigide pres (translation et rotation) pour
pouvoir raccorder les deux domaines.

Le probleme différence contient 'information sur le contact entre les deux brins de la tresse. Les
équations sont alors dans ce cas : EIZ"" = |p|Z/h et EIy"" = |p|y/h. L’adimensionnement de ces
équations conduit & définir de nouvelles variables (en accord avec les lois d’échelle précédemment obte-
nues) :

Ty — Tq u:yb_ya w— z (6)
2h 2h V2hR

En notant que dans la tresse s = z on remarque que le probleme est alors plan, puisqu’il s’agit de

déterminer les fonctions u(w) et v(w). La condition d’impénétrabilité, Eq. (3), se réécrit alors sous la

forme :

u =

uw?(w) + v (w) > 1, Yw (7)

Au final le probleme différence se ramene & la recherche d’une solution s’enroulant autour d’un cylindre
fixe de rayon 1, sous 'action d’'un moment @ appliqué aux deux extrémités afin de tenir compte du
raccordement avec la boucle comme indiqué sur la Fig. 3(a). On ajoute également comme contrainte que
la solution doit faire un nombre de tours fixés, n*, autour du cylindre, avec n* = 1.5 dans le cas du noeud
de trefle (on pourrait rechercher un nceud avec n* = 2.5 par exemple, ce qui donnerait une géométrie de
type 51).

Les équations de Kirchhoff pouvant étre obtenues a l’aide du principe variationnel, on choisit de
résoudre le probleme différence par minimisation contrainte — pour garantir 'impénétrabilité — de I’énergie
en cherchant u(w) et v(w) comme des fonctions minimisantes 1’énergie élastique définie par :

Y w) + 0 w)
e=f

i 5 dw +v' (W) + ' (=W) (8)

o W est une longueur prise suffisamment grande au-dela du dernier point de contact afin de garantir
I'indépendance du résultat par rapport a cette variable. Il est intéressant de noter que aucun parametre
n’intervient dans la formulation du probleme différence, et que donc la solution sera universelle.

Le premier résultat est le lieu de contact, indiqué sur la Fig. 3, qui présente une zone étendue au centre
de la tresse et un point de contact isolé en sortie de tresse. On remarquera également la présence d’un
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Fig.3. Probleme différence pour la tresse. (a) Géométrie de la tige différence enroulée autour du cylindre. (b)
Solution projetée dans le plan (v,w) et (¢) dans le plan (u,v) perpendiculaire & 'axe du cylindre. Les zones
grises épaissies correspondent aux zones de contact. On notera que seulement une demi-solution est représentée
compte-tenu du fait que I'on cherche des solutions symétriques.

décollement entre le point isolé et la fin de la zone de contact étendue, lequel a une amplitude maximale
égale & 0.043 h. En prenant comme définition pour la longueur de tresse la longueur entre les deux points
isolés de contact on a naturellement en unités adimensionnées | = 2w,, ce qui donne en unités physiques :

I = 2w,V2hR (9)

avec w. = 3.506.

Le raccord de la solution pour le domaine intérieur avec celles de la boucle et des parties terminales
permet de relier ’ensemble des corrections d’ordre € introduites aux résultats numériques provenant
de la tresse. On a ainsi pour l'angle du plan contenant la boucle au premier ordre en e la relation :
6o = 1.24,/h/R. De la méme maniere on peut déterminer ’ensemble des parametres grace aux résultats
du domaine intérieur.

4 Discussion

La solution générale que 'on vient d’obtenir décrit 1’équilibre élastique d’un filament de rayon h noué
a la maniere d’un nceud de trefle ouvert, et soumis & une tension 7" en chacune de ses extrémités. Cette
solution est construite en utilisant un développement perturbatif & 'ordre 1 selon € dans le cadre d’une
théorie de couche limite. En conséquence, toute mesure expérimentale doit étre effectuée de maniere a
satisfaire au mieux la condition € << 1 ainsi que le postulat d'un contact sans friction dans la zone
de tresse. C’est pourquoi nous avons choisi d’utiliser des cébles de Nitinol (alliage & mémoire de forme
superélastique), afin de mesurer pour différentes valeurs du rayon de la tige h et de la tension imposée T
la longueur de tresse I. La comparaison entre notre prédiction théorique, Eq. (9), indépendante de tout
parametre ajustable, et ces mesures est présentée en Fig. 4. L’accord entre le modele et I'expérience est
tres satisfaisant.

La méthode exposée dans cet article est générale et peut étre appliquée a d’autres topologies de noeud,
comme par exemple un nceud ouvert de type 51. A ce sujet on pourra se reporter a la Fig. 4 de [14] qui
présente les résultats relatifs & la longueur de tresse pour un noeud de type 51. De méme la Fig. 5 de [14]
illustre une extension du modele au cas d’un contact avec de la friction.

Le modele ici présenté constitue un premier pas pour comprendre la mécanique des noeuds, et les
limitations qu’il présente ne permettent pas par exemple d’expliquer le nouage d’un filament lorsque le
nceud devient serré (e < 1). Dans ce type de situation de nombreuses questions sont encore débattues a
I’heure actuelle, comme par exemple le profil de courbure dans le nceud mais aussi I’état des contraintes
dans la tige (directement lié a la résistance en traction du nceud). Toutefois en restant dans le cadre de la
limite € << 1 d’autres phénomenes restent encore a expliquer comme la réponse d’un filament noué a un
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Fig.4. Longueur de la tresse en fonction de la longueur v/ R en coordonnées log-log. L’insert représente les
mémes données en coordonnées usuelles. Tous les points ont été obtenus a partir de cables de Nitinol, excepté le
point isolé dans le coin inférieur gauche tiré de [5] La droite représente la prédiction théorique, Eq. 9, qui est une
fonction universelle.

moment de torsion imposé a ses extrémités, situation qui donne vraisemblablement lieu & des instabilités
de forme.
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